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第一章 绪 论

运筹学定义

运筹学的发展

运筹学与定量分析方法

运筹学的的分支

运筹学在工商管理中的应用

学习运筹学应注意的问题



一 运筹学的定义：运筹学是一门应用科学，至今还没有统

一的定义。我国出版的管理百科全书中的定义为：运筹学

是应用分析、试验、量化的方法，对经济管理系统中人力、

物力、财力等资源进行统筹安排，为决策者提供有依据的

量化方案，以实现最有定义的管理。当然运筹学也适合于

其它领域。为区别起见，本书取名为管理运筹学。

决策决策

人人

财财

物物

分析、量化、实验分析、量化、实验

最优方案最优方案



二 运筹学的发展

☆我国朴素的运筹学思想：齐王赛马、丁谓修皇宫等

☆作为新兴学科产生于二次世界大战初期：

A   解决战略战术问题：合理运用雷达对付德国空袭、商队护航、躲避潜艇攻击

损失减少了47%-29%）

B   二次世界大战后，转向民用

(1) 形成许多新分支。

(2) 计算机的发展推动了各分支的发展。

(3) 最早成立运筹学会的是英国（1948），然后是美国（1952），中国

（1980），到1986已有38个国家或地区成立了运筹学组织。

(4) 运筹学与诺贝尔奖。

最早投入运筹学研究的诺贝尔奖获得者是美国物理学家勃拉凯特。1960年
康托络维奇发表了《最佳资源利用的经济计算》获得了诺贝尔奖。从事金融数

学、信息经济学方面研究的科学家也曾获此殊荣。



三 决策、定量分析方法与管理运筹学

☆ 决策是人们在政治、经济、技术和日常生活中普遍存在的一种选择方案的行为。

决策是管理中经常发生的一种活动。

☆ 决策的活动的过程和问题解决的过程

1   认清问题
2   找出可供选择的方案。
3   确定目标或评估方案的标准。
4  评估各个方案
5  执行此方案
6  进行后评估：问题是否得到完全解决。

决策1-5，决策是管理的中心。
其中 1-2是形成问题。

3-5是分析问题：可用定性和定量方法。

学习管理运筹学的思想和方法对提高决策者的决策水平具有极大的帮助。



四 运筹学的的分支

线性规划

整数规划

图与网络模型

存贮模型

排队论

对策论

排序与统筹方法

决策分析

动态规划

预测

五 运筹学在工商管理中的应用

生产计划：巴基斯坦一重型机械厂用线性规划安排生产，节省10%的费
用。



库存管理

运输问题

人事管理

市场营销

财务和会计

另外，运筹学还成功运用于设备维修、更新和可靠性。项目选择与评价。工

程优化设计。信息系统的设计与管理。以及城市紧急服务系统的设计与管理等。

中国从1957年开始把运筹学应用于交通运输、工业、农业等各行业。并取得

了很大成绩：例如粮食调运的“图上作业法”、“中国邮路问题”等.

六 运筹学的使用情况

运筹学具有十分广泛的应用前景。

七学习运筹学应注意的问题

克服片面陈旧的理解方式，紧跟时代步伐，学以致用、做到理论与实践的完

美结合。



第二章 线性规划的图解法

线性规划是运筹学的一个重要分支，它是现代科学管理的重要手段之一。它

的应用十分广泛。一些典型的线性规划在管理上的应用如下：

1．合理利用线材问题：现有一批长度一定的钢管，由于生产的需要，要求截出不同
规 格的钢管若干。试问应如何下料，既满足了生产的需要，又使得使用的原材料

钢管的数量最少。

2．配料问题：用若干种不同价格不同成分含量的原料，用不同的配比混合调配出一
些不同价格不同规格的产品，在原料供应量的限制和保证产品成分的含量的前提
下，如获取最大的利润。

3．投资问题：从不同的投资项目中选出一个投资方案，使得投资的回报为最大。
4．产品生产计划：合理充分地利用工厂里现有的人力、物力、财力，作出最优的产
品生产计划，使得工厂获利最大。

5．劳动力安排：某单位由于工作需要，在不同时间段需要不同数量的劳动力，在每
个劳动力工作日连续工作八小时的规则下，如何安排劳动力，才能用最少的劳动
力来满足工作的需要。

6．运输问题：一个公司有若干个生产单位与销售单位，根据各生产单位的产量及销
售单位的销量，如何制定调用方案，将产品运到各销售单位而总的运费最小。



以上这些问题，线性规划都能成功地加以解决。当然线性规划在管理上的应用

远不止这些，但通过这些例子，我们可以看到线性规划问题的一些共同的特点：

1   求目标达到某些数量上的最大化或最小化。
2   所有线性规划问题都是在一定约束条件下来追求目标的。

第一节 问题的提出

例1  某公司在一周内只生产两种产品：产品A和产品B，产品A的利润为每千克50元，
产品B的利润为每千克100元。产品A和产品B由两种原料混合生成的，

产品A     产品B 资源约束

设备 1 1 300台时
原料1 2 1 400千克
原料2 0 1 250千克
问如何生产各种产品利用最大？

解：设x1—代表生产产品A的数量
x2—代表生产产品B的数量
由于A的利润为每千克50元，B的利润为每千克100元，则利润函数为：
利润=50× x1 +100× x2（元）



因为能使用的原料是有限的，因此生产过程中使用的设备台时数不能超过300，
x1 + x2≤300（台时数限制）

同样地我们可以得出：

2 x1 + x2≤400（原料1的供应约束）
x2≤250（原料2的供应约束）

除了上述约束外，显然还应该有x1≥0， x2≥0，因为产品A和产品B的产量是不
能取负值的。

本问题的数学模型为：

max z = 50 x1 +100 x2    ——————目标函数

s.t.    x1 + x2≤300
2 x1 + x2≤400         ————约束条件

x2≤250
x1≥0， x2≥0

由于上述数学模型的目标函数为变量的线性函数，约束条件也为变量的线性等式或
不等式，故此模型称之为线性规划线性规划。

如果目标函数是变量的非线性函数，或约束条件中含有变量非线性的等式或不等式
的数学模型则称之为非线性规划非线性规划。

把所有满足约束条件的解称为可行解可行解。把使目标函数（利润）达到最大的可行解，
称为最优解最优解。



建模过程：

1    什么条件下，追求什么目标。
2    定义变量，决策变量组（ x1,   x2 ,   … ,  xn）表示了一个方案。

3    用线性函数写出追求的目标。
4    用决策变量的等式或不等式表示约束条件。

线性规划问题的一般形式：

目标函数： max( min)   z  =   c1 x1 +c2 x2+    … + cn xn

满足约束条件

（Subject To ）： s.t.       a11 x1 +a12 x2+    … + a1n xn≤（=，≥）b1

a21 x1 +a22 x2+    … + a2n xn≤（=，≥）b2

. . .   . . .      . . .
am1 x1 +am2 x2+    … + amn xn≤（=，≥）bm

x1,   x2 ,   … ,  xn ≥0

第二节 线性规划问题的图解法

缺点：只适用于两个变量的线性规划问题。

优点：图解法简单直观，有助于了解线性规划问题求解的基本原理。



求解方法求解方法：

例1    对以下线性规划问题求解：
max z = 50 x1 +100 x2    ——————目标函数

s.t.    x1 + x2≤300
2 x1 + x2≤400         ————约束条件

x2≤250
x1≥0， x2≥0

在以x1， x2为坐标轴的直

角坐标系里，图上任意一

点的坐标就代表了决策变

量的一组值，也就代表了

一个具体的决策方案。约

束条件的集合可表示为：

可行域

最优解

0

x2

x1



图中的阴影区称为可行域，即在区域的所有点都满足本问题的约束条件，在有些问
题中可能没有可行域，也就自然没有最优解。

2．等值线与最优值
从可行域的所有解中如何找到目标函数的最大值呢？

我们来看目标函数： z = 50 x1 +100 x2 

如果令 z = 10000，则有： z = 50 x1 +100 x2 =10000 
很明显在这条线上所有的点都能产生10000元的利润，称这条线为目标函数的一条
等值线等值线。

当利润增加时，目标等值线只是向上（或向右）平行移动。现在我们就明白了如何
去寻找最优解，我们向上（或向右）移动目标函数线，直到移动到与可行域相切的时
候，就得到最优解。

即最优解是 x1 + x2 =300与 x2 =250的交点是：x1 =50， x2 =250。z =27500
即生产产品A和B分别为50和250千克时利润最大，这时利润为27500元
最优生产方案下资源消耗情况：

台时数 ： x1 + x2 = 300
原料1    ： 2 x1 + x2    =  350    <  400
原料2    ： x2 =  250

在上式中原料1还有剩余，在小于等于不等式中这个剩余的资源或能力称为松弛量，松弛量，

代表它的变量称为松弛变量，松弛变量，记为si，i =1，2，3。



显然，加入si后，原线性规划为：

max z = 50 x1 +100 x2    ——————目标函数

s.t.    x1 + x2 + ss11 =  300
2 x1 + x2    + ss2             2             = 400

x2 + ss3 3 ==250
x1， x2， ss11，ss22，ss33≥ 0

1   通过这种办法可以把所有的约束条件都变成等式。
2    若bj < 0, 则两边乘以 -1。
象这样所有的约束条件都变成等式，把bj变成非负的过程，称为线性规划的标准化标准化。

线性规划的可行域是凸集，线性规划的最优解在极点上，有限个约束条件，顶点也
是有限的。

顶点

凸集 凸集 不是凸集



从例1可见：
1  若线性规划有最优解，则一定在可行域的某个顶点上达到。
2  线性规划存在有无穷多解的情况
3  线性规划存在无界解的情况
4  线性规划存在无可行解的情况

例如大连理工大学应用中的例子。

最优解

0

x2

x1 0

x2

x1



例例2                                 2                                 原料原料A                   A                   原料原料B                 B                 原料原料AA和和BB的要求的要求
至少需要至少需要 125125吨吨 350350
加工时间加工时间 22小时小时//吨吨 11小时小时//吨吨 共共600600小时小时
单价单价 22万元万元//吨吨 33万元万元//吨吨

问如何购买，成本最低？问如何购买，成本最低？

解：解：设x1—代表购买A的数量
x2—代表购买B的数量

成本函数为：2 x1 +3 x2（元）

x1 + x2 ≥ 350（原料A和B的限制）
x1             ≥ 125（原料A的限制）

2 x1 + x2≤600（工时的约束）
本问题的数学模型为：

max z = 2 x1 +3 x2

s.t. x1 + x2 ≥ 350
x1             ≥ 125

2 x1 + x2≤600     
x1≥0， x2≥0

可行域

最优解

0

x2

x1

600

300

350

125 350



即最优解是 x1 + x2 = 350 和 2 x1 + x2 = 600的交点是：x1 =250， x2 =100。
即购买A原料250吨、B原料100吨时，成本最小，这时成本为800万元

在约束条件中，原料A购进了250吨，比最低要求125吨多了 125吨，在大于等于不
等式中这个超过量称为剩余量，剩余量，若用一个变量表示这个剩余量，则称这个变量为剩余剩余
变量。变量。

加入剩余变量后，上述问题可以变为以下形式：
max z = 2 x1 +3 x2

s.t.   x1 + x2 - s1           = 350
x1                        - s2          = 125

2 x1 + x2 + s3 =  600     
x1， x2 ，ss11，ss22，ss33≥ 0 



第第33节节 图解法的灵敏度分析图解法的灵敏度分析

线性规划问题的一般形式：

目标函数： max( min)   z  =   c1 x1 +c2 x2+    … + cn xn

满足约束条件

（Subject To ）： s.t.       a11 x1 +a12 x2+    … + a1n xn≤（=，≥）b1

a21 x1 +a22 x2+    … + a2n xn≤（=，≥）b2

. . .   . . .      . . .
am1 x1 +am2 x2+    … + amn xn≤（=，≥）bm

x1,   x2 ,   … ,  xn ≥0

（1）如何将一般形式化为标准形式
（2） 研究线性规划的一些系数、、变化时，对最优解产生什么影响，称之为灵敏灵敏
度分析度分析。

（3）灵敏度分析是非常重要灵敏度分析是非常重要的，首先因为、这些系数都是估计值和预测值，不一

定非常精确，再则即使这些系数在某一时刻是精确值，它们也随着市场条件的变化而
变化，不会一成不变的。例如，原材料的价格、商品的售价、加工能力、劳动力的价
格等等的变化都会影响这些系数的变化，有了灵敏度分析就不必为了应付这些变化而
不停地建立新的模型和求解新的最优解，也不会由于系数的估计和预测的精确性而对
所求得的最优解存有不必要的怀疑。



0

x2

x1

L

F

G

E

B

C
斜
率

0

-1

-2

3．1 目标函数中的系数ci的灵敏度分析

（1）最优解总是在可行域的某个顶点处达到，目标函数的斜率就决定了最优解在可
行域的哪个顶点达到。

（2）斜率是由目标函数中的系数ci决定的。

L：z = 50 x1 +100 x2    ——————目标函数

E： x1 + x2 =  300
G：2 x1 + x2 =  400
F： x2     = = 250

（1）当目标函数z  =   c1 x1 +c2 x2

的斜率 - c1/c2在直线E 、 F之间时，
B为最优解点。
（2）当目标函数z  =   c1 x1 +c2 x2

的斜率 - c1/c2在直线E 、 G之间时，
C为最优解点。

即：-1 ≤- c1/c2 ≤0时， B为最优解
情况情况11：产品B的利润为100元不变，则产品A的利润如何变化，最优解不变？



解： -1 ≤ - c1/c2 ≤0时， B为最优解。
当产品B的利润为100元不变时， c2 =100。知 -1 ≤- c1/ 100≤0时， B为最优解。
则产品A的利润在0和100之间时，最优解不变。

情况情况22：：产品A的利润为50元不变，则产品B的利润如何变化，最优解不变？

对c2类似可得：产品B的利润只要大于或等于50，最优解不变。
情况情况33：：产品A的利润为60元，产品B的利润为55元，最优解变否？
因为 -60/55  ≤ -1， B不是最优解。

练习：练习：探讨其他顶点的情况。

3.2    3.2    约束条件中右边系数的灵敏度分析约束条件中右边系数的灵敏度分析

当约束条件右边系数变化时，其线性规划的可行域也将变化，这样就可能引起最优

解的变化。

为了说明这方面的灵敏度分析，不妨设例1中的台时数增加了10台时，则共有台时数
310个，这样台时数的约束条件就变成为：

x1 + x2 ≤ 310



它的可行域，如下图所示。

黄色区域为台时数增加前的区域, 

台时数增加后的区域为黄色和绿色

区域的和,   最优解为即最优解是

x1 + x2 =300与 x2 =250的交点,

解得:  x1 =60， x2 =250。z =28000,
比原来27500增加了500元，故增加1
可多获利50元。
像这样在约束条件右边常量增加一个

单位而使最优目标函数值得到改进改进的

数量称之为这个约束条件的对偶价格对偶价格。对偶价格仅仅在某一范围内有效，对偶价格
的有效范围确定，将在后面介绍。因此，当约束条件右边常数增加一个单位时：

1）如果对偶价格大于零，则其最优目标函数值得到改进，即求最大值时，变得更大；

求最小值时，变得更小。

2）如果对偶价格小于零，则其最优目标函数值变坏，即求最大值时，变得小了；求

最小值时变得大了。

3）如果对偶价格等于零，则其最优目标函数值不变。

0

x2

x1



练习练习 :  :  例1中原料A的数量增加了10千克，则最优值和最优解会有什么变化?



第三章 线性规划在工商管理中的应用

人力资源的分配问题

生产计划问题

套裁下料问题

配料问题

投资问题



一 人力资源的分配问题

例 1   有关情况如图所示，问如何安排人员，

即能满足需要，又能使需要的人最少？

1

2

3

4

5

6
60

70

60

50

30

20

x1

x2

x3x4

x5

x6

解： xi表示第I班开始上班的人数。

则数学模型为：

min（x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6）

s.t.        x1 + x6      ≥ 60
x1 + x2      ≥ 70
x2 + x3 ≥ 60
x3 + x4 ≥ 50
x4 + x5 ≥ 20
x5 + x6 ≥ 30 

x1 ,  x2 ,  x3 ,  x4 ,  x5 ,  x6 ≥0
用运筹学软件可算得结果是: x1 =50,  x2 =20 ,  x3 =50 ,  x4 =0 ,  x5 =20,  x6 = 10 ,总人
数为150人



例 2   有关情况如图所示，问如何安排人员，即能满足需要，又能使需要的人最少？

1

2

3

4

5

6

15

24

25

19

31

28 x2

x3x4

x5

x6

解： xi表示星期i开始休息的人数。

则数学模型为：

min（x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7）

s.t.    x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 28
x2 + x3 + x4 + x5 + x6 ≥ 15
x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 24
x1 + x4 + x5 + x6 + x7 ≥ 25
x1 + x2 + x5 + x6 + x7 ≥ 19
x1 + x2 + x3 + x6 + x7 ≥ 31 
x1 + x2 + x3 + x4 + x7 ≥ 28
x1 ,  x2 ,  x3 ,  x4 ,  x5 ,  x6 ,  x7 ≥0

用运筹学软件可算得结果是: x1 =12,  x2 =0 ,  x3 =11 ,  x4 
=5 ,  x5 = 0,  x6 = 8 ,  x7 = 0, 总人数为36人

728 x1

x7



二 生产计划问题

例 3  明星公司生产甲、乙、丙三种产品，甲和乙二种产品可以外包协作，亦可自行

生产，但丙产品必须本厂生产，有关情况见下表，问如何安排生产，利润最大？

工时与成本 甲 乙 丙 约束条件

每件铸造工时（小时） 5 10 7 8000

每件机加工工时（小时） 6 4 8 12000

每件装配的工时（小时） 3 2 2 10000

自产铸件每件成本（元） 3 5 4

外协铸件每件成本（元） 5 6 ----

机加工每件成本（元） 2 1 3

装配每件成本（元） 3 2 2

每件产品售价（元） 23 18 16



解：设 x1，x2，x3表示三道工序都由本公司加工的甲、乙、丙三种产品的数量，x4，x5表示先由

外厂铸造再由本厂加工

的甲、乙产品的数量。

产品甲的自制利润为：23-(3+2+3)=15

产品乙的自制利润为：18-(5+1+2)=10

产品丙的利润为：16-(4+3+2)=7

产品甲的自制利润为：23-(5+2+3)=13

产品乙的自制利润为：18-(6+1+2)=9

则数学模型为：

min(15x1 +10 x2 +7 x3 +13 x4 + 9x5 )
s.t.       5 x1 +10 x2 +7 x3 ≤ 8000           (铸造)

6x1 +4 x2 +8 x3 +6 x4 + 4x5   ≤ 12000  (机加工)
3x1 +2 x2 +2 x3 +3 x4 + 2x5  ≤ 10000   (装配)
x1 ,  x2 ,  x3 ,  x4 ,  x5 ≥0

工时与成本 甲 乙 丙 约束条件

每件铸造工时（小时） 5 10 7 8000

每件机加工工时（小时） 6 4 8 12000

每件装配的工时（小时） 3 2 2 10000

自产铸件每件成本（元） 3 5 4

外协铸件每件成本（元） 5 6 ----

机加工每件成本（元） 2 1 3

装配每件成本（元） 3 2 2

每件产品售价（元） 23 18 16



输出结果 结果含义

目标函数值为目标函数值为：：2940029400
变量变量 最优解最优解 相差值相差值
x1 1600          0
x2 0          2
x3 0          13.1
x4 0          0.5
x5 600          0
约束约束 松弛松弛//剩余剩余 对偶价格对偶价格
1            1            0                 0.3
2            2            0                 2.25
3            3            400               0

目标函数系数范围目标函数系数范围
变量变量 下限下限 当前值当前值 上限上限
x1 14           15         无
x2 无 10          12 
x3 无 7        20.1
x4 无 13         13.5
x5 8.667        9          10

常数项范围常数项范围
约束约束 下限下限 当前值当前值 上限上限
1         1         0         8000        10000
22 9600      12000       20000
3 3 606000      10000       无

XX22相差值相差值=2=2：

表示全部自己生产的乙产品的利润再增加2时, 才可
以自己生产产品乙,否则利润不能最大

对偶价格：对偶价格：

表示增加一个铸造工时时，可使利润增加0.3元。
购进购进:若购入价为0.2, 则利润 R = 0.3 - 0.2
故以低于铸造的对偶价格购入工时.
出售: 出售价> 成本+对偶价格
利润= 出售价 - 成本>对偶价格

目标函数系数范围目标函数系数范围

当 14≤ C1时，最优解不变。
注意：最优值变了。

常数项范围常数项范围
表示：(1)当 0 ≤ b1≤ 10000时，约束条件1
的对偶价格不变。



例 4  永久机械厂生产甲、乙、丙三种产品,每种产品分别需要两道工序和B, 问如何安

排生产，利润最大？

解：设 xijk表示第i种产品在第j道工序上

的第k种设备上的加工数量。

产品单件工时工

序
设备
甲 乙 丙

设备有效

台时数

满负荷时的

设备费用

1 5 10 6000 300
A

2 7 9 12 10000 321

1 6 8 4000 250

2 4 11 7000 783B

3 7 4000 200

原料单价

(元/件)
0.25 0.35 0.5

产品售价

（元/件）
0.25 2 2.8 16

s.t.       5 x111 +10 x211 ≤ 6000 (设备A1)
7 x112 + 9 x212 +12 x312                              ≤ 10000 (设备A2)
6 x121 + 8 x221 ≤ 4000 (设备B1)
4 x122 +11 x322 ≤7000 (设备B2)
7 x123 ≤ 4000 (设备B3)
x111 +  x112 − x121 − x122 − x123 = 0
x211 +  x212 − x221                             = 0
x321   − x322                                            = 0
xi j k≥0, i  = 1,2,3,  j  =1,2,   k  = 1,2,3: 

利润=∑ [(销售价-原料单价) ×件数] -
∑(台时价单×台时数]，这样有以下模型：

max[(1.25-0.25)(x111 + x112)+ (2-0.35)x221 + (2.8-0.5)x312

300 321− 6000 ×(5x111 +10x211)− 10000 ×(7x112 +9x212+12x312)

250 783 200− 4000 ×(6x121 +8x221) − 7000 ×(4x122 +11x322) −40007x123

解得:  x111= 1200,   x112= 230.0492,   x212= 500, x312= 324.138,  x221= 500, x122=858.6206,  x322=324.138,  
x123= 571.4286 ,   Z= 1146.6005,     本题决策变量为整数,四舍五入得



三 套裁下料问题

例 5  某厂生产100套钢架，每套用长为2.9米, 2.1米和1.5米的圆钢各一根，已知原料每

根长7.4米, 问如何生产最省？ 方案 1 2 3 4 5
2.9米 1 2 0 1 0
2.1米 0 0 2 2 1
1.5米 3 1 2 0 3
合计 7.4 7.3 7.2 7.1 6.6
料头 0 0.1 0.2 0.3 0.8

解: 设按方案1、2、3、4、5下料的圆钢

分别为x1，x2 , x3 ,  x4 ,  x5根．则有：

min　x1 + x2 + x3 + x4 +x5

s.t.     x1 + 2x2 +           x4           ≥100
2x3 + 2x4 + x5  ≥ 100

3x1 +   x2 + 2 x3 +      3x5  ≥ 100 
x1 ,  x2 ,  x3 ,  x4 ,  x5 ≥0

解得:  x1 =30,  x2 =10 ,  x3 =0 ,  x4 =50 ,
x5 = 0, 共用90根.

最简单的方案是: 每根原料做一个架．料

头为0.9米.做100套,需要100根.

(1) 约束条件取等号可能导致无可行解.

(2) 求原料根数最少和料头最小是一样的,但由
于第一个方案中料头为0, 可能导致无穷多
最优解, 因此, 用根数最少为目标.

比如: 用料头最小为目标x1 =100,  x2 =10 ,  x3 

=0 ,  x4 =50 ,  x5 = 0也是最优解.



四 配料问题

例6  某公司用1、2、3三种原料混合成甲、乙、丙三种产品，有关数据如表所示，问如何生产，利

润最大？

解:设 xi j表示第i种产品中原料j 的含量。目标函数为 = 3种产品的销售收入−三种原料的成本

max　50(x11+ x12 + x13) +35(x21+ x22 + x23)+ 50(x31+ x32 + x33)− 65(x11+ x21 + x31) − 25(x12+ x22 + x32)  

− 35(x13+ x23 + x33)

s.t.     x11 ≥ 0.5 (x11+ x12 + x13)           x11+ x21 + x31 ≤100
x12 ≤ 0.25 (x11+ x12 + x13)          x12+ x22 + x32 ≤100
x21 ≥ 0.25 (x21+ x22 + x23)           x13+ x23 + x33 ≤60
x22 ≤ 0.5 (x21+ x22 + x23 )
xi j ≥0, i  = 1,2,3,  j  =1,2,3

解得:  x11 =100,  x12 =50 ,  x13 =50 , 其余变量均为0.            

产品名称 规格 单价（元/千克） 原料名 每天最多供应量 单价（元/千克）

甲
原料 1不少于 50%
原料 2不超过 25% 50 1 100 65

乙
原料 1不少于 25%
原料 2不超过 50% 35 2 100 25

丙 不限 25 3 60 35

1 2 3

甲 11 12 13

乙 21 22 23

丙 31 32 33

练习练习::例题例题77



五 投资问题

例 8   某部门现有资金200万元, 问如 (1) 何投资第五年末拥有本利金额最大？

(2)  何投资能使第五年末拥有本利金额在330万元的基础上,投资风险最小？

AA11 AA22 AA33 AA44 AA55

BB11 BB22 BB33 BB44

CC33

DD22

11 22 33 44 55

A
B
C
D 155%

140%
125%

110%

解: 设xi j为第i年初投于j项目的金额.

max  1.1 x5A + 1.25x4B + 1.4x3C + 1.55x2D

s.t.     x1A +x1B = 200
x2A + x2B +  x2D = 1.1 x1A

x3A + x3B +  x3C = 1.1 x2A+ 1.25 x1B

x4A + x4B = 1.1 x3A+ 1.25 x2B

x5A = 1.1 x4A+ 1.25 x3B

xi B≤ 30
x 3C≤ 80
x2D≤ 100
xi j≥ 0,  i  = 1,2,3, 4,5   j  =A, B,C, D 

解得: x1A = 170,  x2A = 57,  x3A = 0, x4A = 7.5, 
x5A = 33.5,   x1B =30 , x2B =30,  x3B =20.2,
x4B = 30, x2D =100,  x3C =80,  z=341.35万元

问题(2):目标函数:∑ x i A + 3 ∑ x i B +4 x 3C +5.5 x2D
约束条件在原有基础上增加:
1.1 x5A + 1.25x4B + 1.4x3C + 1.55x2D ≥330



六 案例分析

在65页中选择若干案例进行分析和讨论.



第四章 单纯形法

单纯形法的思路和原理

单纯形法的表格形式

求目标函数最小的线性规划问题

几种特殊情况



一 单纯形法的思路和原理

线性规划模型的结构
目标函数： max(min) Z =  CTX
约束条件： s.t.    AX  ≥ (=,≤)  b
变量符号： X  ≥ (≤)    0

线性规划的标准形式
目标函数： max Z =  CTX
约束条件： s.t.   AX  =  b
变量符号： X  ≥ 0

●● 线性规划的可行域是凸集线性规划的可行域是凸集

●● 线性规划的最优解在极点上线性规划的最优解在极点上

在线性规划的模型中：

（1）如何找到可行域的第一个顶点
（2）如何实现由一个顶点到另一个
顶点的变换。

（3）如何保证变换的方向是增大的。
（4）如何判断是否达到最优。

0

x2

x1



一一如何寻找初始基本可行解如何寻找初始基本可行解

在单纯形法中可行域的顶点就叫做基本可行解。第一个找到的可行域的顶点

就叫做初始基本可行解。

线性规划的基本概念线性规划的基本概念

先来看一些基本概念：：基基、、基向量基向量、、非基向量非基向量、、基变量基变量、、非基变量非基变量

目标函数

约
束
条
件

= 右边常数

行列式≠0

基
=



例如：要寻找以下线性规划问题的基本可行解，要首先化成标准型：例如：要寻找以下线性规划问题的基本可行解，要首先化成标准型：

max z= 50x1 +100x2
s.t. x1 +x2 ≤  300

2x1 +x2 ≤  400
x2 ≤  250

x1, x2 ≥0

max z= 50x 1 +100x 2
s.t. x 1 +x 2 +x3 =300

2x 1 +x 2 +x 4 =400
x 2 +x 5 =250

x 1, x 2,  x 3 , x4, x 5, ≥0

标准型为：标准型为：

1 1 1 0 0

2 1 0 1 0

0 1 0 0 1
令：（P1，P2 ，P3 ，P4，P5）=

（1）选：（P3 ，P4，P5）为一组基。

（2） 选：（P2，P3，P5）为一组基。



（1）选：（P3 ，P4，P5）为一组基。 （2） 选：（P2，P3，P5）为一组基。

max 50x1 +100x2
s.t. x1 +x2 +x3 =300

2x1 +x2 +x4 =400
x2 +x5 =250

x1, x2,  x3 , x4, x5, ≥0

max 50x1 +100x2
s.t. x1 +x2 +x3 =300

2x1 +x2 +x4 =400
x2 +x5 =250

x1, x2,  x3 , x4, x5, ≥0

基本解：基本解：在约束方程系数阵中找到一个基，令非基变量为0，求得的解，叫做线性规
划问题的一个基本解。

基本可行解：基本可行解：如果基本解满足非负条件，则称为基本可行解。对应的基叫可行基可行基.

例如：基（1）的基本解为(x1，x2，x3，x4，x5)= (0，0，300，400，250)，可行
基（2）的基本解为(x1，x2，x3，x4，x5)= (0，400，-100，0，-150)，不可行

注意：注意：一般只有求出基本解后, 才知道这个解是否可行。对应的基是否为可行基, 
即基本解是否对应可行域的顶点.

那么, 是否在求解之前找到一个可行基呢?  对于线性规划问题如果能够找到一对于线性规划问题如果能够找到一
个基是单位阵的各列向量构成的个基是单位阵的各列向量构成的,  ,  就可以得到可行基就可以得到可行基.(  .(  详见基详见基(1)  (1)  ))



二 如何实现顶点间的变换

=

目标函数

约
束
条
件

右边常数

=

基变量

基矩阵



=

进基变量

离基变量

=

目标函数

约
束
条
件

右边常数



=

目标函数

约
束
条
件

右边常数

=新的基矩阵



由于从一个基变换到另一个基可以实现从可行域的一个顶点转移到另一个顶
点，则存在以下两个问题：

（1）最优性检验：什么时候到了最优顶点。

（2）进基和出基变量的确定：如何转移可以使目标函数得到改进？

最优性检验：假设线性规划问题一开始就可以找到单位阵作为初始基：

max  z  =   c1 x1 +c2 x2+    … + c n x n
s.t.        x1 + a1 m+1 x m+1 +    … + a1 n x n = b1

x2                          +  a2 m+1 x m+1   +    … + a2 n x n = b2
. . .     . . .      . . .

x m + am m+1 x m+1  +    … + am n x n = b m
x1,   x2 ,   … ,  x n ≥0

用 x i （i =1，...，m）表示基变量， x j（j = m+1，...，n）表示非基变量.
对于第 i (i =1，...，m)个约束条件有:

n 
x i = b i - (a i m+1 x m+1  +    … + a i n x n)  = b i - ∑ a i j x j

j = m+1



m n 
由于 z  =   c1 x1 +c2 x2+    … + c n x n = ∑ c i x i +  ∑ c j x j

n
i = 1                     j = m+1

把 x i = b i - ∑ a i j x j代入上式得:
j = m+1

(1)  (1)  最优性检验最优性检验：：

如果所有的 ≤ 0 , 则 z0 就是最优解。因为xj≥0，

(2) (2) 入基变量入基变量::如果存在某个 > 0 , 则把非基变量 x j0变为基变量，就可以不取0, 

样 ,   目标函数会更大.     
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(3) (3) 出基变量出基变量::

为了保证变换后求得的解是可行的，即这种变换是从可行域中的一个顶点到另一
个顶点，故选取满足以下条件的变量出基 x i 0：

改进

开始
基变换是最优解吗

否

是

停止



单纯形表
例1    对以下线性规划问题求解：
max z = 50 x1 +100 x2    ——————目标函数

s.t.    x1 + x2≤300
2 x1 + x2≤400         ————约束条件

x2≤250
x1≥0， x2≥0

可行域

最优解

0

x2

x1



写成标准化形式
max z = 50 x1 +100 x2                                          ———目标函数

s.t.    x1 + x2 + x3 = 300
2 x1 + x2 + x4 = 400     ——约束条件

x2 + x5  = 250
x1，x2 ， x3 ， x4 ， x5         ≥0

x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x3

x4

x5

0

δ j

1            1             1              0            0 300
2            1             0              1            0        400
0            1             0              0             1       250

写出单纯形表写出单纯形表

50         100           0              0            0
0
0
0

50 100        0               0            0

300/1
400/1
250/1



x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x3

x4

x5

0

δ j

1            1             1              0            0 300
2            1             0              1            0        400
0            1             0              0             1       250

50         100           0              0            0
0
0
0

300/1
400/1
250/1

x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x3

x4

x2

1

δ j

1            0             1              0            -1 50
2            0             0              1            -1        150
0            1             0              0             1       250

50         100           0              0            0
0
0

100

50/1
150/2
----

50 100        0               0            0

50 0             0              0        -10 0

x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x1

x4

x2

2

δ j

1            0             1              0            -1 50
0            0            -2              1             1          50
0            1             0              0              1      250

50         100           0              0            0
50
0

100
275000 0           -5 0            0          -5 0



求目标函数最小的线性规划问题求目标函数最小的线性规划问题

例1    对以下线性规划问题求解：
min f = 2 x1 +3 x2    ——————目标函数

s.t.    x1 + x2≥ 350
x1 ≥125         ————约束条件

2x1 + x2 ≤600
x1≥0， x2≥0

该线性规划问题与下列线性规划问题的最优解相同，最优值互为相反数。

max - f = -2 x1 - 3 x2    ——————目标函数

s.t.    x1 + x2 - s1 =  350
x1 - s2 =  125         ————约束条件

2x1 + x2          + s3   =  600
x1，x2， s1， s2， s3≥0

由于不能找到初始基为单位阵的列向量组成，因此，采用直接加入列向量的方法
来构造这样的矩阵，并在目标函数中减去人工变量乘以M，这种方法叫大叫大MM法法



max - f = -2 x1 - 3 x2
s.t.    x1 + x2 - s1 =  350

x1 - s2 =  125         ————线性规划（1）
2x1 + x2          + s3   =  600

x1，x2， s1， s2， s3≥0

在上述线性规划中加入人工变量后，变为以下形式：
max - f = -2 x1 - 3 x2 - M a1 - Ma2

s.t.    x1 + x2 - s1 +a1        =  350
x1 - s2 +a2 =  125 ————线性规划（2）

2x1 + x2          + s3                    =  600
x1，x2， s1， s2， s3≥0

若线性规划（2）的最优解中人工变量不为0，则线性规划（1）无可行解。
证明：如果线性规划（1）存在最优解，将会与若线性规划（2）的最优解中人
变量不为0矛盾

若人工变量为0，则若线性规划（2）的最优解就是线性规划（1）的最优解。
若人工变量为0，则若线性规划（2）的最优解是线性规划（1）的可行解，并且
由于线性规划（2）的解集包含线性规划（1）的解集，因此，得证。



x1 x2 s1 s2 s3 a1 a2迭代

次数
Xb Cb b θ i

0

δ j

1          1          -1         0          0 1        0        350
1          0           0         -1          0             0        1        125
2          1           0          0          1             0    0        600

写出单纯形表写出单纯形表

-2          -3           0          0           0         -M      -M
a1 -M
a2 -M
s3               0

2M-2    M-3      -M        -M       0              0         0

350/1
125/1
600/2

x1 x2 s1 s2 s3 a1 a2迭代

次数
Xb Cb b θ i

1

δ j

0          1          -1         1          0 1        -1       225
1          0           0         -1          0             0        1        125
0          1           0          2          1             0    -2        350

-2          -3           0          0           0         -M      -M
a1 -M
x1 -2
s3               0

0       M-3      -M        M-2       0             0   -2M+2

225/1
---

350/2

max - f = -2 x1 - 3 x2 - M a1 - Ma2
s.t.    x1 + x2 - s1 +a1        =  350

x1 - s2 +a2 =  125  
2x1 + x2          + s3                    =  600

x1，x2， s1， s2， s3， a1， a2 ≥0



x1 x2 s1 s2 s3 a1 a2迭代

次数
Xb Cb b θ i

1

δ j

0          1          -1         1          0 1        -1       225
1          0           0         -1          0             0        1        125
0          1           0          2          1             0    -2        350

-2          -3           0          0           0         -M      -M
a1 -M
x1 -2
s3               0

0       M-3      -M        M-2       0             0   -2M+2

225/1
---

350/2

x1 x2 s1 s2 s3 a1 a2迭代

次数
Xb Cb b θ i

2

0          1/2        -1         0        -1/2         1        0          50
1          1/2         0          0         1/2         0       0         300
0          1/2         0          1         1/2         0       -1         175

-2          -3           0          0           0         -M      -M
a1 -M
x1 -2
s2               0

100
600
350

δ j 0      -2+M/2   -M         0      1-M/2        0      -M

x1 x2 s1 s2 s3 a1 a2迭代

次数
Xb Cb b θ i

3

δ j

0           1           -2         0         -1         2          0          100
1           0            1          0          1         -1         0          250
0           0            1          1          1         -1        -1         125

x2 -3
x1 -2
s2               0

-800

-2          -3           0          0           0         -M      -M

0           0         -4         0          -1       -M+4    -M



几种特殊情况几种特殊情况

无可行解的情况

无界解

无穷多解

退化问题



一一 无可行解的情况无可行解的情况
例1    对以下线性规划问题求解：
max  z = 20 x1 +30 x2                          ——————目标函数

s.t.    3x1 +10 x2≤ 150
x1                  ≤ 30         ————约束条件
x1 +     x2 ≥ 40

x1≥0， x2≥0

该线性规划问题加入松弛变量、剩余变量、人工变量后可得到：

max 20 x1 +30 x2                                                               ——————目标函数

s.t.    3x1 +10 x2 + s1 = 150
x1 + s2 = 30         ————约束条件
x1 +     x2 - s3+ a1 = 40

x1，x2， s1， s2， s3， a1 ≥ 0

x1 x2 s1 s2 s3 a1迭代

次数
Xb Cb b θ i

0

δ j

3          10         1         0          0            0       150
1          0           0         1          0            0      30
1          1           0         0          -1           1         40

写出单纯形表写出单纯形表

s1 0
s2 0
a1 -M

M+20   M+30       0         0         -M          0

150/10
-----
40/1

20        30          0          0           0       -M  



x1 x2 s1 s2 s3 a1迭代

次数
Xb Cb b θ i

0

δ j

3          10         1         0          0            0       150
1          0           0         1          0            0      30
1          1           0         0          -1           1         40

s1 0
s2 0
a1 -M

M+20   M+30       0         0         -M          0

150/10
-----
40/1

20        30          0          0           0       -M

20        30          0          0           0       -M
x1 x2 s1 s2 s3 a1迭代

次数
Xb Cb b θ i

1

δ j

3/10        1        1/10        0          0          0        15
1          0           0          1          0          0    30

7/10        0       -1/10        0         -1         1         25

x2 30
s2 0
a1 -M

7M/10+11 0     -M/10-3 0         -M        0

150/3
30/1
250/7

20        30          0          0           0       -M
x1 x2 s1 s2 s3 a1迭代

次数
Xb Cb b θ i

2

δ j

0         1        1/10     -3/10        0         0           6
1         0           0          1            0         0    30
0         0       -1/10     -7/10        -1        1          4

x2 30
x1 20
a1 -M

0          0      -M/10-3 -7M/10-11 -M        0 780-4M



x1= 30，x2= 6， s1= 0， s2= 0， s3= 0， a1= 4，z =780-4M
由于人工变量不为0，因此，原线性规划问题无可行解，当然没有最优解。
比如：约束条件 x1 +     x2 ≥ 40不成立。

只要求线性规划的最优解里有人工变量不为只要求线性规划的最优解里有人工变量不为00，则线性规划无可行解。，则线性规划无可行解。
例1    对以下线性规划问题求解：

二二 无界解的情况无界解的情况

例2    对以下线性规划问题求解： 对应的标准型

max  z =  x1 + x2
s.t.    x1 - x2 ≤ 1

-3 x1 +2 x2   ≤ 6
x1≥0， x2≥0

x1 x2 s1 s2迭代

次数
Xb Cb b θ i

0

δ j

1         -1         1           0            1
-3          2         0           1            6

写出单纯形表写出单纯形表

s1 0
s2 0

1          1         0          0 

1/1
---

1         1           0          0

max z =  x1 + x2
s.t.      x1 - x2 + s1 = 1

-3 x1   + 2 x2         + s2 = 6
x1， x2， s1， s2≥0



x1 x2 s1 s2迭代

次数
Xb Cb b θ i

1

δ j

从线性规划的单纯形表中可知：

x1 - x2 + s1 = 1                  x1 =  1  + x2 - s1
- x2 + 3s1 + s2 = 9                   s2 = 9  + x2     - 3s1

x1， x2， s1， s2≥0
令s1 = 0， x2 = M，则， x1 = 1+M
max z =  x1 + x2 = 2M+1                当M→无穷大时，z →无穷大。

因此：在某次迭代的单纯形表中，如果存在着一个大于在某次迭代的单纯形表中，如果存在着一个大于00的检验数，并且该列的系的检验数，并且该列的系

数向量的每个元素都小于或等于数向量的每个元素都小于或等于00，则此线性规划问题是无界的。，则此线性规划问题是无界的。

0          2         -1          0

1         -1         1           0            1
0         -1         3           1            9

x1 x2 s1 s2迭代

次数
Xb Cb b θ i

0

δ j

1         -1         1           0            1
-3          2         0           1            6

s1 0
s2 0

1          1         0          0 

1/1
---

1         1           0          0

x1 1
s2 0

1/1
---

1         1           0          0



三三 无穷多解的情况无穷多解的情况

例3    对以下线性规划问题求解： 对应的标准型

max z = 50 x1 +50 x2
s.t.    x1 + x2≤300

2 x1 + x2≤400
x2≤250

x1≥0， x2≥0

对应的单纯形表：

max z = 50 x1 +50 x2
s.t.    x1 + x2 + x3             = 300

2 x1 + x2 + x4 = 400
x2 +   x5 = 250

x1， x2， x3 ， x4 ， x5≥0

x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x3

x4

x5

0

δ j

1            1             1              0            0 300
2            1             0              1            0        400
0            1             0              0             1       250

50          50           0              0            0
0
0
0

300/1
400/1
250/1

50          50            0               0            0



x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x3

x4

x2

1

δ j

1            0             1              0            -1 50
2            0             0              1            -1        150
0            1             0              0             1       250

50          50           0              0            0
0
0
50

50/1
150/2
----

50 0             0              0          -50

x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x1

x4

x2

2

δ j

1            0             1              0            -1 50
0            0            -2              1             1          50
0            1             0              0              1      250

50          50           0              0            0
50
0
50

150000 0           -5 0            0            0

x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x3

x4

x5

0

δ j

1            1             1              0            0 300
2            1             0              1            0        400
0            1             0              0             1       250

50          50           0              0            0
0
0
0

300/1
400/1
250/1

50          50            0               0            0



x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x1

x4

x2

2

δ j

1            0             1              0           -1 50
0            0            -2              1            1          50
0            1             0              0             1       250

50          50           0              0            0
50
0
50

150000 0           -5 0            0            0

根据单纯形表可知：最优解是x1= 50，x2= 250，x3= 0，x4= 0， x5= 0，
最优解为 z =15000。

---
50/1
250/1

由于存在非基变量的检验数0，因此，继续迭代一次观察一下是否可以获得
新的最优解？

x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b θ i

x1

x5

x2

3

δ j

1            0            -1              1           0 100
0            0            -2              1           1             50
0            1             2              -1          0           200

50          50           0              0            0
50
0
50

150000 0           -5 0            0            0

根据单纯形表可知：最优解是x1= 100，x2= 200，x3= 0，x4= 0， x5= 50，
最优解为 z =15000。



如果下面线性规划有两个不同的最优解，则它有无穷多最优解。

max  z =  CTX
s.t.   AX = B

X≥0
设X1，X2是两个最优解，0 ≤ P ≤1,  则 PX1 + (1-P)X2 也是最优解.
因为: (1)    A(PX1 + (1-P)X2 ) = P( AX1 )+ (1-P) (AX2 ) =PB+(1-P)B=B,    显然 PX1 + 

(1-P)X2≥0, 因此是可行解.
(2)  CT(PX1 + (1-P)X2 ) = P(CTX1 )+ (1-P) (CTX2 ) =PZ+(1-P)Z=Z, 因此, PX1 + 

(1-P)X2 也是最优解.

对于某个最优的基本可行解对于某个最优的基本可行解,,如果存在某个非基变量的检验数为如果存在某个非基变量的检验数为0,0,

则此线性规划问题有无穷多最优解则此线性规划问题有无穷多最优解..



四四 退化问题退化问题

在单纯形法计算过程中，基变量有时存在两个以上相同的最小比值，这在单纯形法计算过程中，基变量有时存在两个以上相同的最小比值，这
样在下一次迭代中就有了一个或几个基变量等于样在下一次迭代中就有了一个或几个基变量等于00，这称为，这称为退化退化。。
例1    对以下线性规划问题求解：
max  z = 2 x1 +2/3 x3

s.t.    x1 - x2           ≤ 2
2x1             + x3 ≤ 4

x1 + x2 + x3 ≤ 3
x1， x2 ， x3 ≥0

x1 x2 x3 s1 s2 s3迭代

次数
Xb Cb b θ i

0

δ j

1         -1           0         1          0          0            2
2          0           1          0          1          0       4
1          1           1          0           0         1       3

s1 0
s2 0
s3 0

2          0          3/2        0           0         0

2/1
4/2
3/1

2         0          3/2         0           0        0

该线性规划问题加入松弛变量化为标准形后，填入单纯形表得：

0



x1 x2 x3 s1 s2 s3迭代

次数
Xb Cb b θ i

0

δ j

1         -1           0         1          0          0            2
2          0           1          0          1          0       4
1          1           1          0           0         1       3

s1 0
s2 0
s3 0

2          0          3/2        0           0         0

2/1
4/2
3/1

2         0          3/2         0           0        0

0

x1 x2 x3 s1 s2 s3迭代

次数
Xb Cb b θ i

1

δ j

1         -1           0         1           0          0            2
0          2           1         -2          1          0            0
0          2           1         -1          0          1            1

x1 2
s2 0
s3 0

0          2          3/2       -2           0         0

---
0/2
3/1

2         0          3/2         0           0        0

4

x1 x2 x3 s1 s2 s3迭代

次数
Xb Cb b θ i

2

1         0           1/2         0         1/2       0         2
0         1           1/2        -1         1/2       0          0
0         0            0           0          -1        1          1

x1 2
x2 0
s3 0

4
0
---

2         0          3/2         0           0        0

δ j 0          0          1/2         0          -1        0 4



x1 x2 x3 s1 s2 s3迭代

次数
Xb Cb b θ i

3

δ j

2         0          3/2         0           0        0
1        -1            0         1            0        0          2
0         2            1        -2            1        0          0
0         0            0          1          -1        1          1

x1 2
x3 2/3
s3 0

0          -1          0          1        -3/2       0

2/1
---
1/1

4

2         0          3/2         0           0        0
x1 x2 x3 s1 s2 s3迭代

次数
Xb Cb b θ i

2

δ j

1         0           1/2         0         1/2       0         2
0         1           1/2        -1         1/2       0          0
0         0            0           0          -1        1          1

x1 2
x2 0
s3 0

0          0          1/2         0          -1        0

4
0
---

4

x1 x2 x3 s1 s2 s3迭代

次数
Xb Cb b θ i

4

δ j

1        -1            0         0            1        -1         2
0         2            1         0           -1         2         2
0         0            0         1           -1         1         1

x1 2
x3 2/3
s1 0

0          -1          0         0        -1/2        -1 5

2         0          3/2         0           0        0



线性规划的对偶问题线性规划的对偶问题

对偶单纯形法对偶单纯形法

DUAL

第四章 对偶线性规划



一 线性规划的对偶问题

本部分将（1）揭示原问题与对偶问题的关系 （2）将原问题转化成对偶问题

首先，看一个例子：

例例 11 某公司在一周内只生产两种产品：产品A和产品B，产品A的利润为每千克50

元，产品B的利润为每千克100元。产品A和产品B由三种设备加工而成，

问如何生产各种产品利用最大？
由第2章例题1可知，设x1—代表生产产品A的数量，x2—代表生产产品B的数量
本问题的数学模型为： max z = 50 x1 +100 x2

s.t.      x1 + x2≤300
2 x1 + x2≤400

x2≤250
x1≥0， x2≥0

产品A 产品B 资源约束

设备1 1 1 300台时
设备2 2 1 400台时
设备 3 0 1 250台时



对偶问题对偶问题：：下面从来一个角度考虑这个问题，假设另一个厂来租设备1，2，3，那
么，该厂应该如何确定合理的租金呢？
设y1、 y2、 y3—分别代表出租设备1，2，3每台时获得的利润。
则有：

min z = 300 y1 +400 y2 +250 y3 —出租设备1，2，3的利润
s.t.   y1 + 2 y2 ≥ 50

y1 +  y2 + y3≥ 100
y1， y2，y3≥0

约束条件：表示生产1单位产品A所需要的台时数出租后的利润要比生产产品A

的利用要大，否则自己生产

练习练习：：应用单纯形法可算得最优解为：应用单纯形法可算得最优解为： y1= 50， y2 =0，y3= 50，最优值最优值275000275000元元

。。设备设备11和和33获利获利5050元元//台时，设备台时，设备22按成本出租。按成本出租。

这样的两个问题是从不同角度来考虑一个工厂的最大利润问题：所建立的模型就

是一对对偶问题，对出租者来说这钱不比自己生产少，对租用者这是出租者愿意出

租的最小费用。其中一个叫原问题原问题，另一个叫对偶问题对偶问题。



一、原问题与对偶问题的关系

对偶问题

min f = bT Y
s.t.   YTA ≥ C

Y ≥0

原始问题

max z =CTX
s.t. AX ≤ b

X ≥0

max

A

n

≤bA

CT

≥ C

min bT

Xm YT

n



例1 写出线性规划的对偶规划
原始问题

max z = 3 x1 + 4 x2 + 6 x3
s.t.     2 x1 - 3 x2 - 6 x3≤440

6 x1 - 4 x2   - x3≥ 100
5 x1 - 3 x2  +   x3 =  200

x1，x2,  x3 ≥ 0

对偶问题

min z = 440 y1 -100 y2 +200 y3 

s.t.   2y1 - 6y2 + 5y3 ≥ 3
3y1 + 4y2 +3y3≥4
6y1 +   y2 +  y3≥6

y1， y2≥0

原始问题

max z =CTX
s.t. AX ≤ b

X ≥0

对偶问题

min f = bT Y
s.t.   YTA ≥ C

Y ≥0

原始问题

max z = 3 x1 + 4 x2 + 6 x3

s.t.     2 x1 - 3 x2  - 6 x3≤ 440
-6 x1 + 4 x2 +    x3≤ - 100
5 x1   - 3 x2  +   x3   ≤ 200

-5 x1 + 3 x2  - x3    ≤ - 200
x1，x2,  x3 ≥ 0

对偶问题

min z = 440 y1 -100 y2 +200 y31 - 200 y32 

s.t.   2y1 - 6y2 + 5y31 -5 y32≥ 3
3y1 + 4y2 + 3y31 - 3y32≥4
6y1 +   y2 +   y31 - y32≥6

y1， y2，y31 ，y32 ≥0



例2 写出线性规划的对偶规划
原始问题

min z = 3 x1 + 9 x2 + 4 x3
s.t.       x1 + 2x2   +  3 x3 = 180

2x1 - 3x2  +     x3≤ 60
5 x1+ 3 x2               ≥ 240

x1，x2 ≥ 0

对偶问题
max  z = 180y1 - 60y2 +240y3 

s.t.      y1 - 2y2 + 5y3  ≤ 3
2y1 + 3y2 + 3y3  ≤ 9
3y1  - y2                 =  4

y2 ，y3 ≥0

对偶问题

max z =CTX
s.t. AX ≤ b

X ≥0

原始问题

min f = bT Y
s.t.   YTA ≥ C

Y ≥0

对偶问题

max  z = 180y11 -180 y12 - 60y2 +240y3 

s.t.      y11 - y12  - 2y2 + 5y3  ≤ 3

2y11 - 2y12 + 3y2 + 3y3  ≤ 9

3y11 - 3y12  - 3y2                 ≤ 4

- 3y11 + 3y12  +  y2                 ≤ -4

y11， y12，y2 ，y3 ≥ 0

原始问题
min z = 3 x1 + 9 x2 +  4 x31  - 4x32 

s.t.       x1 + 2x2  + 3 x31 - 3 x32≥ 180
- x1 - 2x2  - 3 x31 + 3 x32≥ -180
-2x1 + 3x2  - x31 +  x32≥ - 60
5 x1 + 3 x2           ≥ 240

x1，x2，x31 ，x32 ≥0



一 对偶单纯形法

对偶单纯形法和单纯形法一样都是求解原线性规划问题原线性规划问题的一种方法，

两种方法的区别两种方法的区别：：（1）单纯形法是保持原问题的所有约束条件的常数大于等于0的

情况下，通过迭代，使得所有检验数都小于等于0。

（2）对偶单纯形法是保持原问题所有检验数都小于等于0的情况下，通过迭代，

使得原问题的所有约束条件的常数大于等于0。

对偶单纯形法的优点对偶单纯形法的优点：：（1）初始解可以是不可行的，对大于等于0的约束不需加入

人工变量。

对偶单纯形法的缺点对偶单纯形法的缺点：：（1）很难找到初始解使得它的所有检验数都小于等于0。

首先，看一个例子：



x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b

x1

x4

x2

δ j

0

δ j/akj (akj<0)

1            0             1              0           -1        100
0            0             -2             1            1         -50
0            1             0               0            1       250

写出单纯形表写出单纯形表

50         100           0              0            0
50
0

100
0 0          -50              0          -50
--- --- 50/2           --- ---
x1 x2 x3 x4 x5迭代

次数
Xb Cb b

x1

x3

x2

δ j

0

δ j/akj (akj<0)

1            0             0             1/2        -1/2        75
0            0             1            -1/2         1/2        25
0            1             0               0            1       250

50         100           0              0            0
50
0

100

0            0              0            -25       -75     28750

例例 1     应用对偶单纯形法求解线性规划问题
max z = 50 x1 +100 x2                                          ———目标函数

s.t.    x1 + x3 - x4        = 100
- 2x3 + x4 + x5 = - 50     ——约束条件

x2 +        + x4            = 250
x1，x2 ， x3 ， x4 ， x5         ≥0

出基变量：找一个最小的负常数。若无，则得最优解

入基变量：取最下值。 若所有akj ≥ 0，则无可行解



一一 运输问题模型运输问题模型

运输问题是一种特殊的线性规划问题。由于运输问题是一种特殊的线性规划问题。由于

这类线性规划问题在结构上具有一定的特殊这类线性规划问题在结构上具有一定的特殊
性，因此，它们可以用比单纯形法更简单的性，因此，它们可以用比单纯形法更简单的
方法（表上作业法）进行求解。方法（表上作业法）进行求解。

运输问题在工商管理中具有广泛的应用，这运输问题在工商管理中具有广泛的应用，这

也是我们把运输问题单列出来的理由。也是我们把运输问题单列出来的理由。

这章我们要讨论运输问题的模型和应用这章我们要讨论运输问题的模型和应用



例1  某公司从两个产地A1， A2将货物运往销地B1， B2， B3，有关情况如下

表，问如何调运，费用最小？ 表 1  运费单价表
销地

产地
B1 B2 B3 产量（件）

A1 6 4 6 200

A2 6 5 5 300

销售 150 150 200 500
500

解：解：设产地i运往销地j的货物为xi j ，则

安排的运输量如下表2所示。

表 2  运量安排表
销地

产地
B1 B2 B3 产量（件）

A1 x11 x12 x13 200

A2 x21 x22 x23 300

销售 150 150 200

min  6x11+4x12+6x13+6x21+5x22+5x23

s.t. x11+x12+x13 = 200
x21+x22+x23 = 300
x11+ x21 = 150
x12+x22   = 150
x13 +x23 = 200
xi j ≥0，i=1,2, j=1,2,3

+ +

+ +

=

=
= = =

+ + +

运用应用软件解得: x11 = 50,  x12 =150, 
x13 =0, x21 = 100,  x22   = 0,  x23 = 200 ,   Z=2500



一般形式的产销平衡运输问题一般形式的产销平衡运输问题

解：解：设产地i运往销地j的货
物为xi j ，则安排的运输量

如下表2所示。

表 1  运费单价表
  销地

产地
B1 B2 … Bn 产量（件）

A1 c11 c12 … c1n s1

A2 c21 c22 … c2n s2

… … …

Am cm1 cm2 … cmn Sn

销售 d1 d2 … dn

目标函数 ∑∑
= =

=
m

i

n

j
ijij xcf

1 1
min

         njdx

misx

j

m

i
ij

i

n

j
ij

,...,2,1,

,...,2,1,

1

1

==

==

∑

∑

=

=

         xij≥0 ，i=1,…,m  j=1,…, n

运输问题的变化形式：运输问题的变化形式：

（（11）有时是求目标函数最大。比如有时求利润最大营业额最大。）有时是求目标函数最大。比如有时求利润最大营业额最大。

（（22）有时某些运路上有运额限制，这时要加上相应的约束。）有时某些运路上有运额限制，这时要加上相应的约束。

（（33）当产销不平衡时要经过特殊处理，请看下节）当产销不平衡时要经过特殊处理，请看下节。。



2 2 产销平衡与不平衡的运输问题产销平衡与不平衡的运输问题

应用线性规划方法求解线性规划问题的优缺点：应用线性规划方法求解线性规划问题的优缺点：

（1）优点是计算机输出的信息多，可以进行灵敏度分析。可以给出运费单价在什么

范围内变化最优解不变。产量和销量的对偶价格是多少等信息。

（2）其缺点是输入信息较麻烦，又因为计算机求解线性规划问题的程序相对麻烦，

因此能解决的运算问题的规模相对小一些。

产销平衡与不平衡的运输问题产销平衡与不平衡的运输问题：：

（1）上节我们讨论的问题就是产销平衡问题：它主要是指生产的量和需求的量相

（2）产销不平衡问题是指生产量和需求量不等。

对于产销不平衡问题可以化成产销平衡问题来求解。



例2  某公司从两个产地A1， A2将货物运往销地B1， B2， B3，有关情况如下

表，问如何调运，费用最小？

表 1  运费单价表
销地

产地
B1 B2 B3 产量（件）

A1 6 4 6 300

A2 6 5 5 300

销售 150 150 200 600
500

表 2  运费单价表
销地

产地
B1 B2 B3 B3

产量

（件）

A1 6 4 6 0 300

A2 6 5 5 0 300

销售 150 150 200 100 600
600

分析：（1）假象仓库
（2）价格确定。
（3）产销平衡表的转化。

运用应用软件解得: x11 = 50,  x12 =150, x13 =0, x14 =100,  x21 = 100,  x22   = 0,  x23 = 
200 , x24 =0, Z=2500



例3  某公司从两个产地A1， A2将货物运往销地B1， B2， B3，有关情况如下

表，问如何调运，费用最小？

表 1  运费单价表
销地

产地
B1 B2 B3

产量

（件）

A1 6 4 6 200

A2 6 5 5 300

销售 250 200 200 500
650

表 1  运费单价表
销地

产地
B1 B2 B3

产量

（件）

A1 6 4 6 200

A2 6 5 5 300

A3 0 0 0 150

销售 250 200 200 650
650

分析：（1）假象产地
（2）价格确定。
（3）产销平衡表的转化。

运用应用软件解得: x11 = 0,  x12 =200, x13 = 0, x21 = 100,  x22   = 0,  x23 = 200 , x31 = 
150， x32 =0, x33 = 0, Z=2400



3 3 运输问题的应用运输问题的应用

产销不平衡的运输问题

生产与存储问题

转运问题

案例分析



一产销不平衡的运输问题

例 4   石家庄北方研究院有关用煤情况如图所示，由于需求大于供给，经院研究决定

一区的供应量可以减少0 ~ 200吨，二区要全部满足，三区不少于1700吨，试求运

费最低的调运方案。

表 1  运费单价表
销地

产地
一区 二区 三区 供应量

山西盂县 1.65 1.70 1.75 4000

河北临城 1.60 1.65 1.70 1500

需求量 3000 1000 2000 5500
6000

表 2  运费单价表
销地

产地
一区 1 一区 2 二区 三区 1 三区 2 供应量

山西盂县

河北临城

假想产地

需求量

4000

1500

500
6000

1.65 1.65 1.70 1.75 1.75
1.60 1.60 1.65 1.70 1.70
M 0 M M 0

2800 200 1000 1700       300     6000

1300 1000 1700
1500       

200                                       300

用运筹学软件可算得结果是: x11 =1300,   x13 = 1000 ,  x14 = 1700 ,  x21 = 1500,  x32 = 200 , 

x35 = 300 , 其余变量都为0，总运费为9220百元。



表 1  运费单价表
销地

产地
一 二 三 四 产量

A

B

C

最低需求

最高需求

50

60

50

16 13          22 17
14 13 19 15
19 20 23 ---

30 70 0 10 
50          70            30           不限

表 2  运费单价表
销地

产地
一’ 一’’ 二 三 四’ 四’’ 产量

A

B

C

假象产地 D

销量

50

60

50

50
210

16       16      13        22 17       17
14       14      13        19 15       15
19       19      20         23 M       M
M         0       M          0        M        0

30         20       70          30         10       50    210

用运筹学软件可算得结果总运费为2460万元。

50       
20                  10       30

30          20         0
30                  20

例 5    三个化肥厂供应四个地区的农用化肥，试求运费最低的调运方案。



二 生产与存储问题

例 6 某厂按合同规定须于当年每个季度末分别提供10、15、25、20台同一规格柴机。
如果当季不交货，每台每季度额外交费0。15万元。问如何安排生产费用最小？

季   度 生产能力（台） 单位成本（元） 需求量

1 25 10.8 10

2 35 11.1 15

3 30 11 25

4 10 11.3 20

解：解：设x i j为第i季度生产第j季度交货的柴油机数量。

min  10.8x11+(10.8+0.15)x12+(10.8+0.3 )x13+(10.8+0.45)x14+ … +11.3x44

s.t. x11+x12+x13 +x14 = 25                                x11 = 10
x22+x23 +x24 = 35                          x12+x22  = 15

x33 +x34 = 35                  x13 +x23 +x33 = 25
x44 = 10            x14 +x24 +x34 +x44 = 20

xi j ≥0，i=1,2, 3, 4,  j=1,2,3,4

交货季度

生产季度
1 2 3 4 生产量

1 10.8 10.8+0.15 10.8+0.3 10.8+0.45 25
2 11.1 11.1+0.15 11.1+0.3 35
3 11 11+0.15 30
4 11.3 10
需求量 10 15 25 20

x11                                 x12                              x13 x14
x22                               x23                            x23

x33                           x34
x44

10.8             10.8+0.15        10.8+0.3     10.8+0.45
11.1             11.1+0.15    11.1+0.3

11        11+0.15
11.3



销地

产地
1 2 3 4 D 产量

1 10.8 10.8+0.15 10.8+0.3 10.8+0.45 0 25

2 M 11.1 11.1+0.15 11.1+0.3 0 35

3 M M 11 11+0.15 0 30

4 M M M 11.3 0 10

销量 10 15 25 20 30

销地

产地
1 2 3 4 D 产量

1 10 15 0 25

2 0 5 30 35

3 25 5 30

4 10 10

销量 10 15 25 20 30



三 转运问题

4

2

1

3
5

产地（发点） 销地（收点）中转点

8

7

6



例例8     8     腾飞产品，有关数据如表所示，问如何调运，总运费最小？腾飞产品，有关数据如表所示，问如何调运，总运费最小？

4
天津2

大连

1
广州

3
上海

5
南京

产地 销地中转点

8
青岛

7
南昌

6
济南

2

3

4

1
3

600

400

200

150

350

300

2
6

6 3

4 4
6

5

解:   设 xi j表示从i地运往j 地的产品量。
min 2x13+3 x14 +3 x23 +x24+ 4x28 +2x35+ 6x36+3 x37 + 6x38+ 4x45+4 x46 +6 x47+ 5x48
s.t.     x13+ x14 ≤ 600

x35+ x45 =200
x36+ x46 =150
x37+ x47 =350
x38+ x48 =300
x13+ x23 - x35 - x36 - x37 - x38 =0
x14+ x24 - x45 - x46 - x47 - x48 =0

xi j ≥0, i  = 1,2,3,  j  =1,2,3



一般形式的转运问题模型一般形式的转运问题模型

解：解：设i地运往j地的货物为x i j ，则
目标函数    ∑∑ ijij xcmin

              

jijij

ijij

iijij

dxx

xx

sxx

=−

=−

<−<

∑∑

∑∑

∑∑

0

0

                 

                xij≥0 ，对所有的 i和 j

对所有的弧对所有的弧

对发点I
所有流出量所有流出量 所有流入量所有流入量

对中转点
所有流入量所有流入量 所有流出量所有流出量

对收点J

所有流入量所有流入量 所有流出量所有流出量



例 9   某厂有3个分厂生产某种产品，运往4个地区销售，问如何调运，费用最小？

上述问题是一个简单的产销平衡问题如果假设：上述问题是一个简单的产销平衡问题如果假设：

（（11）货物不一定直接运往销地。可以先集中，在调运。）货物不一定直接运往销地。可以先集中，在调运。

（（22）货物先运往几个销地，再分配给其他销地。）货物先运往几个销地，再分配给其他销地。

（（33）另外还有几个中转站，可以在各地间转运。）另外还有几个中转站，可以在各地间转运。

问如何调运，运费最小？（有关运价表见图问如何调运，运费最小？（有关运价表见图22））

表 1  运费单价表
销地

产地
B1 B1 B1 B1 产量

A1 3 11 3 10 7

A2 1 9 2 8 4

A3 7 4 10 5 9

销量 3 6 5 6     20
20

几个问题：几个问题：
（（11）因为所有产地、销地和中转站都可以有运入和运出量，因此，即可以）因为所有产地、销地和中转站都可以有运入和运出量，因此，即可以
看成产地也可以看成销地。可以扩大为看成产地也可以看成销地。可以扩大为1111个产地和个产地和1111个销地。个销地。

（（22）所有中转站的流入量等于流出量，因此，产量等于销量。由于运费最）所有中转站的流入量等于流出量，因此，产量等于销量。由于运费最
小，因此，不可能出现一批物质来回调运的情况，所以，中转站的转小，因此，不可能出现一批物质来回调运的情况，所以，中转站的转
运量不会超过运量不会超过2020吨吨..

（（33）由于产地和销地也有转运的作用，因此，应在原来基础上，增加）由于产地和销地也有转运的作用，因此，应在原来基础上，增加2020吨。吨。

流入量：∑ x ij  ≤ si，   （松弛量）xii + ∑xij  = 20
 流出量：∑xij ≥dj ，    （剩余量） xii +∑xij  = 20



表 1  运费单价表

产地 中转站 销地

A 1  A 2  A 3 T 1  T 2  T 3  T 4 B 1  B 2  B 3  B 4

产

地

A 1
A 2
A 3

中

转

站

T 1
T 2
T 3
T 4

销

量

B 1
B 2
B 3
B 4

1        3           2        1       4       3 3       11      3      10
1                    -- 3        5       -- 2         1        9       2       8
3          -- 1        -- 2       3         7        4      10      5

2           3        1                    1        3       2 2        8       4       6
1           5        -- 1                  1       1         4        5       2 7
4          -- 2         3         1                2         1       8        2      4
3          2          3         2         1        2        1        -- 2      6
3           1         7         2         4        1      1 1      4      2
11          9         4         8         5        8      -- 1                2       1
3           2        10        4         2         2      2 4         2               3
10          8          5        6         7         4      6 2         1        3

27
24
29
20
20
20
20
20
20
20
20

20         20        20       20      20       20    20      23        26      25    26 销量
240

240

0  
0       M 
M      0

M 
M      

0  
0        

0 
0

M 
M      

0  
0        

0 
0

M

M



第六章 整数规划

整数规划的图解

整数规划的计算机求解

整数规划的应用

整数规划的分枝定界法

案例分析



一 整数规划的图解

1   基本概念：
纯整数规划：如果整数规划中所有变量都为非负整数，则称之为纯整数

规划问题。

如果只有一部分变量为非负整数，则称为混合整数规划问题。

如果变量的取值只限为0和1，这样的变量称为0-1变量，如果所有变量都
为0-1变量，则称为0-1规划。

第一节第一节 整数规划的图解法整数规划的图解法

例1 某公司拟用集装箱托运甲、乙两种货物，有关情况如图所示。
甲货物至多托运4件，问如何托运两种货物，利润最大？



解：设 x1，x2表示甲、乙货物托运的件数，则数学模型为：

max  2x1 +3 x2

s.t.    195 x1 +273x2 ≤ 1365(体积)
4x1 +  40x2 ≤ 140  (重量)

x1 ≤ 4     (件数)
x1 ,  x2 ≥0，为整数。

                                表  8-1

货物 每件体积 每件重量 每件利润

甲 195 4 2

乙 273 40 3

托运限制 1365 140

最优解：(4, 2)
z =14

0

x2

x1

注意：1  最优值不是通过四舍五入得

到的，但四舍五入可以得到近似解

2  从可行域可知，加入整数约

束，求最大值情况，最优解变小。

求最小值情况，最优解变大。

(2.44, 3.26), z=14.66



二 整数规划的计算机求解

略



三 整数规划的应用

投资场所选择

固定成本问题

指派问题

分布系统设计

投资问题



1      投资场所选择
例4   某公司投资总额720万元，问如选择哪几个销售点，可使年利润最大？

解: 设 x i = 0 或 1，1表示Ai 被选择， 0 表示Ai 没被选择。

Max Z =36x1+40x2 +50x3 +22X4+20x5 +30x6+25x7+48x8+58x9+61x10

s.t. 100x1+120x2 +150x3 +80X4+70x5 +90x6+80x7+140x8+160x9+180x10 ≤720
x1 + x2 + x3 ≤ 2
x4 + x5              ≥ 1
x6 + x7               ≥ 1
x8 + x9 + x10  ≥ 2

xi  ≥0,  为 0-1 变量. i  = 1,2,  . . . ,10

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10

投资额 100 120 150 80 70 90 80 140 160 180

利润 36 40 50 22 20 30 25 48 58 61

≥1 ≥1 ≥ 2≤ 2

解得:  x1 =1,  x2 =1,  x5 =1 , x6 =1,  
x9 =1,  x10 =1 , 其余变量均为 0.  
Z   =720 万元



固定费支出 100 150 200

小号容器 中号容器 大号容器 资源限制

金属板（吨） 2 4 8 500
劳动力（人月） 2 3 4 300

机器设备（台月） 1 2 3 100

利润（万元） 4 5 6

min　4x1 + 5x2 + 6x3 - 100y1 - 150y2 - 200y3

s.t.     2x1 + 4x2 + 8x3 ≤ 500                       x1≤ My1

2x1 + 3x2 + 4x3 ≤ 300                       x2≤ My2

x1 + 2x2 + 3x3≤ 100                       x3 ≤ My3

x1 ,  x2 ,  x3 ≥0， y1，y2，y3为 0-1变量。

解:  设x1，x2 , x3 分别表示小、中、大号容器的生产数。

yi =0或1.          当x i > 0时，yi =1。 当x i = 0时， yi =0。

例 5  制定一个生产计划，使得利润最大。

x1≤ 200 y1

x2≤ 200 y2

x3  ≤ 200 y3

2  固定成本问题

解得:  x1 =100,  x2 =0 ,  x3 =0 ,  y1 =1 , y2 = 0, y3 = 0, Z =300.



3    3    指派问题指派问题

指派问题：指派问题：有N个任务由N个人来完成，若必须指派每个人来完成1项任务。问
如何指派效率最大？

解:  设x i j 为 0-1变量， x i j = 1 表示指派第I 个人去干第 j 件事。 x i j = 0表示不指派第I 个人去干
第 j 件事。

Min 15 x11+18x12+21x13+24x14

19x21+23x22+22x23+18x24

26x31+17x32+16x33+19x34

19x41+21x42+23x43+17x44

s.t.     x11 + x12+ x13+ x14 = 1                          x11 + x21+ x31+ x41 = 1 

x21 + x22+ x23+ x24 = 1                          x12 + x22+ x32+ x42 = 1

x31+  x32+ x33+ x34 = 1                          x13+  x23+ x33+ x43 = 1

x41 + x42+ x43+ x44 = 1                          x14 + x24+ x34+ x44 = 1
x i j 为 0-1变量，i，j = 1，2，3，4

例 6  有4个人干4项不同工作，所需时间如表所示，问如何指派，总时间最短？

工作

工人
1 2 3 4

甲 1 5 1 8 2 1 2 4

乙 1 9 2 3 2 2 1 8

丙 2 6 1 7 1 6 1 9

丁 1 9 2 1 2 3 1 7

每
个
人
干
一
件
事

每
件
事
由
一
人
干

解得： x21 =1  x12=1， x33 = 1， x44 = 1。



有有MM个人个人N个任务的一般指派问题：指派问题：设x i j 为 0-1变量， x i j = 1 表示指派第I 个人去
干第 j 件事。 x i j = 0 表示不指派第I 个人去干第 j 件事。分三种情况：

（（11）） 有有MM个人，个人，N个任务，M > N

工作

工人
1 2 … N

1 C 11 C 12 … C 1N

2 C 21 C 22 … C 2N

… … … … …

M C M 1 C M 2 … C M N

Min ∑ ∑ C i j x i j 
s.t.     x11 + x12+ x13+ x14≤ 1                          x11 + x21+ x31+ x41 = 1 

x21 + x22+ x23+ x24≤ 1                           x12 + x22+ x32+ x42 = 1

x31+  x32+ x33+ x34≤ 1                           x13+  x23+ x33+ x43 = 1

x41 + x42+ x43+ x44≤ 1                           x14 + x24+ x34+ x44 = 1

x i j 为 0-1变量，i = 1，...，M ，j  = 1，…, N

每个人至多干一件事 每件事由一人干



（（22）） 有有MM个人，个人，N个任务，M < N

工作

工人
1 2 … N

1 C 11 C 12 … C 1N

2 C 21 C 22 … C 2N

… … … … …

M C M 1 C M 2 … C M N

Min ∑ ∑ C i j x i j 
s.t.     x11 + x12+ x13+ x14 = 1                          x11 + x21+ x31+ x41 ≤ 1 

x21 + x22+ x23+ x24 = 1                           x12 + x22+ x32+ x42≤ 1

x31+  x32+ x33+ x34 = 1                           x13+  x23+ x33+ x43≤ 1

x41 + x42+ x43+ x44 = 1                           x14 + x24+ x34+ x44 ≤ 1

x i j 为 0-1变量，i = 1，...，M ，j  = 1，…, N

每个人干一件事 每件事至多由一人干

（（33）） 有有MM个人，个人，N个任务，M= N.



多重指派问题：一般指派问题每个人只干一件事多重指派问题：一般指派问题每个人只干一件事,,多重指派问题一个人可以根据多重指派问题一个人可以根据

能力的大小干多件事能力的大小干多件事. . 
这时只需把 ∑ x i j≤ 1 ，i = 1，...，M   改成

∑ x i j≤ a i ，i = 1，...，M

这里 a i 表示第 i 个人可以承担的任务数. 对不同的人, a i 可以不同.



4   分布系统设计
例 7  某企业在A1地有一个工厂，生产能力为30千箱，为扩大生产，打算在A2, A3, A4 ,A5 
地再建几个厂，有关情况见表，(1) 问如何建厂，才能既满足销量又使固定成本和总
费用之和最小？(2) 由于政策需要必须在A2或A3地建1个厂，问应在哪几个地方建厂？

解:设x i j 为从Ai 运往Bj 的运输量，y i是

0-1变量， y i = 1 表示A I 厂址被选中。

Min 8 x11+4x12+3x13+5x21+2x22+3x23+4x31 

+3x32+4x33+9x41+7x42+5x43+10x51 +4x52 

+2x53 +175y2 +300y3+375y4+500y5

s.t.      x11 + x12+ x13  ≤ 30

x21 + x22 + x23 ≤ 10 y2

x31 +  x32 + x33≤ 20 y3

x41 + x42 + x43 ≤ 30 y4

x51 + x52 + x53 ≤ 40 y5   

x11 + x21+ x31+ x41 + x51 = 30   x13+  x23+ x33+ x43 + x53 = 20   x12 + x22+ x32+ x42 + x52 = 20
x i j ≥0，为整数， y i为 0-1变量，I =1，2，3，j = 1，2，3，4，5

表 1  运费单价表
  销地
产地

B1 B2 B3
产量

(千箱)
建厂

投入

A1 8 4 3 30

A2 5 2 3 10 175

A3 4 3 4 20 300

A4 9 7 5 30 375
A5 10 4 2 40 500
销售 30 20 20



解得： x11 =30  x52=20， x53 = 20， y5 =1，其余变量为0, Z =860。

( 2 )  ( 2 )  第第22个问题只需在原有约束条件中加入以下条件即可个问题只需在原有约束条件中加入以下条件即可::

y2 + y3 =1

解得： x22 = 10 ,  x41= 30， x12 = 10， x13 = 10， y2 =1 ， y4 =1 ，其余变量为0, Z =940。



5    5    投资问题投资问题

例 8   某部门现有资金10万元，准备投资以下项目：（1）A：第一年投资额不低于4万。

（2）B：投资额最低3万，最高5万。（3）C：投资额只能是2，4，6，8万元之一。

问如何投资第五年末拥有本利金额最大？

解:  设xi j为第i年初投于j项目的金额. yiA，

yiB是0-1变量， yiJ = 1 表示投资。

y2C=0, 1, 2, 3, 4，分别表示第2年投于

C项目的金额为0, 2, 4, 6, 8万元。

max  1.15x4A + 1.28x3B + 1.4x2C + 1.06x5D

s.t.     x1A +x1D = 10
x2A + x2C +  x2D = 1.06 x1D

x3A + x3B +  x3D = 1.15 x1A+ 1.06 x2D

x4A + x4D = 1.15 x2A+ 1.06 x3D

x5D = 1.15 x3A+ 1.06 x4D

x1A≥ 40000 y1A    x1A≤ 200000 y1A

DD11 DD22 DD33 DD44 DD55

AA11 AA22 AA33 AA44

BB33

CC22

11 22 33 44 55

D
A
B
C 140%

128%
115%

106%



（1）A：第一年投资额不低于4万。（2）B：投资额最低3万，最高5万。（3）C：投资

额只能是2，4，6，8万元之一。

max  1.15x4A + 1.28x3B + 1.4x2C + 1.06x5D

s.t.     x1A +x1D = 10

x2A + x2C +  x2D = 1.06 x1D

x3A + x3B +  x3D = 1.15 x1A+ 1.06 x2D

x4A + x4D = 1.15 x2A+ 1.06 x3D

x5D = 1.15 x3A+ 1.06 x4D

x1A≥ 40000 y1A    x1A≤ 200000 y1A

x3B≥ 30000y3B    x3B≤ 50000 Y3b

x2C = 20000y2C

y2C ≤ 4

xi j ≥0, y1A，y3B为0-1变量，

y2C为非负整数

当y1A =1时, x1A≥ 40000 x1A≤ 200000
当y1A =0时, x1A≥ 0 , x1A≤ 0

当y3B =1时, 30000 ≤ x3B≤50000



分枝定界法适合纯整数规划和混合整数规划问题，它首先求整数规划对应的线分枝定界法适合纯整数规划和混合整数规划问题，它首先求整数规划对应的线

性规划问题的最优解，然后，通过划分可行域的办法，来求最优解。性规划问题的最优解，然后，通过划分可行域的办法，来求最优解。

Max 2 x1+3x2

s.t.     195x1 +273 x2 ≤ 1365

4 x1 +    40x2 ≤ 140      (0)

x1                       ≤ 4 

x1 ,  x2≥ 0 为整数.

例9  用分枝定界法解下列问题：

5

70

x2

x1

Max 2 x1+3x2

s.t.  195x1 +273 x2 ≤ 1365

4 x1 +    40x2 ≤ 140       (1)

x1                       ≤ 4 

x1 ,  x2≥ 0

(1)的最优解：(2.44, 3.26),   
z =14.66

取x1=2, x2 =3, ZL =13,  显然 ZU = 14.66

四四 整数规划的分枝定界法整数规划的分枝定界法



Max 2 x1+3x2

s.t.  195x1 +273 x2≤ 1365
4 x1 +    40x2≤ 140       (2)

x1                       ≤ 4 
x1                       ≤ 2

x1 ,  x2≥ 0

(2)的最优解：(2,  3.3),   
z =13.9

Max 2 x1+3x2

s.t.  195x1 +273 x2≤ 1365
4 x1 +    40x2≤ 140       (3)

x1                       ≤ 4 
x1                       ≥3

x1 ,  x2≥ 0

(3) 的最优解：(3,  2.86),   
z =14.58

(2) 的最优解：(2, 3.3),   
z =13.9

(3) 的最优解：(3, 2.86),   
z =14.58

5

70

x2

x1

取两变量中离整数远的那个变量分解.

ZL =13,  ZU = max(13.9, 14.58) = 14.58



Max 2 x1+3x2

s.t.  195x1 +273 x2≤ 1365
4 x1 +    40x2≤ 140       (3)

x1                       ≤ 4 
x1                       ≥3

x1 ,  x2≥ 0

Max 2 x1+3x2

s.t.  195x1 +273 x2≤ 1365
4 x1 +    40x2≤ 140       (4)

x1                       ≤ 4 
x1                       ≥3
x2                       ≤2

x1 ,  x2≥ 0
Max 2 x1+3x2

s.t.  195x1 +273 x2≤ 1365
4 x1 +    40x2≤ 140       (5)

x1                       ≤ 4 
x1                       ≥3
x2                       ≥3

x1 ,  x2≥ 0

(2) 的最优解：(2, 3.3),   
z =13.9

(5) 的最优解：(4, 2),   
z =14

5

70

x2

x1

∅

(3) 的最优解：(3, 2.86),   
z =14.58

先取目标函数值大的线性规划分解.

ZL =14,  ZU = max(13.9, 14) = 14



五五 案例分析案例分析

选择若干案例进行分析和讨论选择若干案例进行分析和讨论..



第六章第六章 动态规划动态规划
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一一 多阶段决策过程最优化问题举例多阶段决策过程最优化问题举例
例1 求运输网络中A到E的最短距离。

8
6

7

5

1

6

10

6

C1

C3

D1

A

B1

B3

B2

D2

EC2

B4

4
3

3
2

5

2
1

6

4
7

2

4

3
8

7

1
阶段1 阶段2 阶段3 阶段4

E

0

D2

6

D1

10

阶段 4
本阶段始点（决策）

本阶段始点（状态） E 到 E的最短距离 本阶段最优终点

D1 10 10 E

D2 6 6 E



8
6

7

5

1

6

10

6

4
3

3
2

5

2
1

6

4
7

2

4

3
8

7

1
阶段1 阶段2 阶段3 阶段4

0

6

10C1

C3

A

B1

B3

B2 C2

B4

E

D2

D1

C1

C3

C2

11

12

11

阶段 3
本阶段始点（决策）

本阶段始点（状态） D1 D2
到 E的最短距离 本阶段最优终点

C1 8+10 6+6 12 D2

C2 7+10 5+6 11 D2

C3 1+10 6+6 11 D1



A

B1

B3

B2

B4
阶段1 阶段2 阶段3 阶段4

8
6

7

5

1

6

10

6

4
3

3
2

5

2
1

6

4
7

2

4

3
8

7

1

0

6

10

E

D2

D1

C1

C3

C2

11

12

11

B1

B3

B2

12

B4

13

14

12

阶段 2
本阶段始点（决策）

本阶段始点（状态） C1 C2 C3
到 E的最短距离 本阶段最优终点

B1 2+12 1+11 6+11 12 C2

B2 4+12 7+11 2+11 13 C3

B2 4+12 8+11 3+11 14 C3

B3 7+12 5+11 1+11 12 C3



阶段1 阶段2 阶段3 阶段4

8
6

7

5

1

6

10

6

4
3

3
2

5

2
1

6

4
7

2

4

3
8

7

1

0

6
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E

D2

D1

C1

C3

C2

11

12

11

B1

B3

B2

12

B4

13

14

12

AA

阶段 1
本阶段始点（决策）

本阶段始点（状态） B1 B2 B3 B4
到 E的最短距离 本阶段最优终点

A 4+12 3+13 3+14 2+12 14 B4

最短路：A--B4--C3--D1--E， 最短距离：14

通过从最后一个阶段开始，从终点向始点方向逐段逆推的寻优方法，称为动态规
划的逆序解法。



二二 基本概念、基本方程与最优化原理基本概念、基本方程与最优化原理

一、一、 动态规划基本概念：动态规划基本概念：

1   1   阶段：一般按照时间或空间的自然特征去划分。阶段：一般按照时间或空间的自然特征去划分。

2  2  状态：状态指每个阶段开始时所处的自然状况或客观条件。用状态：状态指每个阶段开始时所处的自然状况或客观条件。用ssnn表示，例如表示，例如 ss22可可

以取以取BB11，，BB2 2 ，，BB3 3 或或BB44

3  3  决策：是指某一阶段内的抉择决策：是指某一阶段内的抉择，用，用xxnn((ssnn ))表示。例如表示。例如xx22(B(B11 )=C)=C22表示第表示第22阶段处于阶段处于

BB11为始点的状态下选择了为始点的状态下选择了CC22为第为第2 2 阶段终点。阶段终点。
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B4
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阶段1 阶段2 阶段3 阶段4

4  策略：记为p1,n(s1)由所有各阶段决策组成的决策函数序列称为全过程策略, 简称策略.
5  能够达到最优的策略称为最优程策略.
6  从第k个阶段开始到最后阶段的决策组成的策略称为k子过程策略，简称k子策略。
记为pk , n(sk).

7  指标函数：是衡量全过程策略或K子过程策略优劣的数量指标。指标函数的最优值
称为最优指标函数。记为f1(s1 )或 fk(sk )，例如： f1(s1 )= f1(A ) =14， f2(B2 )=13。
第j阶段指标记为：rj(sj，xj )。比如 r2(B3，C2 ) = 8表示B3到C2的距离为8。

8  状态转移方程： sn+1 = Tn (sn, xn )



二 基本方程： fk(sk ) = min{  rk(sk，xk )+ fk+1(xk+1 )},    k = n, n-1,  …2, 1

f n+1(xn+1 )= 0

2

5

1

12

14
10

6
10

4
13

11

12

3

9

6

5

8

10

5

2

C1

C3

D1

A

B1

B3

B2

D2

C2 E

例如： f2(B1 ) = min{  r2(B1，x2 )+ f 3 (x3 )} 

= min{  r2(B1，C1 )+ f 3 (C1 ),  r2(B1，C2 )+ f 3 (C2 ), r2(B1，C3 )+ f 3 (C3 )}

= min{2+12, 1+11, 6+11}=12 

当求指标函数值最大时把min 改成 max即可.



动态规划应用动态规划应用
一一资源分配问题资源分配问题::

例2    一家公司拟将5台设备分配给所属的3个工厂，预计5台设备的可能创造的利润
如图所示，问如何分配设备,可创利最大?

  设备可能创利情况

工厂

设备台数
1 2 3

0 0 0 0
1 3 5 4
2 7 10 6
3 9 11 11
4 12 11 12
5 13 11 12

解:   设sk = 分配给第k个厂到第3个厂的所有设备台数。
xk = 分配给第k个厂的设备台数。

x1 x2 x3

s1
s2

s3



x1 x2 x3

s1
s2

s3

第 3阶段
r3 (s3，x3 ) x3

s3 0 1 2 3 4 5
 f3(s3) x3

*

0 0 - - - - - 0 0
1 - 4 - - - - 4 1
2 - - 6 - - - 6 2
3 - - - 11 - - 11 3
4 - - - - 12 - 12 4
5 - - - - - 12 12 5

第 2阶段
r2 (s2，x2 ) x2

s2 0 1 2 3 4 5
 f2(s2) x2

*

0 0+0 - - - - - 0 0
1 0+4 5+0 - - - - 5 1
2 0+6 5+4 10+0 - - - 10 2
3 0+11 5+6 10+4 11+0 - - 14 2
4 0+12 5+11 10+6 11+4 11+0 - 16 1，2
5 0+12 5+12 10+11 11+6 11+4 11+0 21 2



x1 x2 x3

s1
s2

s3

第 2阶段
r2 (s2，x2 ) x2

s2 0 1 2 3 4 5
 f2(s2) x2

*

0 0+0 - - - - - 0 0
1 0+4 5+0 - - - - 5 1
2 0+6 5+4 10+0 - - - 10 2
3 0+11 5+6 10+4 11+0 - - 14 2
4 0+12 5+11 10+6 11+4 11+0 - 16 1，2
5 0+12 5+12 10+11 11+6 11+4 11+0 21 2

第 1阶段
r1 (s1，x1 ) x1

s1 0 1 2 3 4 5
 f1(s1) x1

*

5 0+21 3+16 7+14 9+10 12+5 13+0 21 0，2

可知最优值为21，

因为： s1 = 5， x1
*=0，2             s2 = s1 - x1

* =5，3              x2
* =2

x3
* = s3 = s2 - x2

* =  3，1

工厂：工厂： 1     2     31     2     3
设备： 0     2      3

2     2      1



第八章 图与网络模型

马马 占占 新新
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Of  Inner  Mongolia University
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一一 图与图与网络的基本概念网络的基本概念
■网络由节点和边组成，它可以反映一些对象之间的关系。

6

2

3

1

5
4

点 边

6
2

3

1

54

弧

■用于刻画关系简单明了。

■重要的是应用它可以刻画对象之间的内在规律。

■图中点的相对位置和线的长短对反映对象之间的关系并不重要。



■ 无向图：由点和边构成的图（简称
图）。记为G=（V，E），其中V
是G的点集合，E是G的边集合。

6
2

3

1

54

■■基本概念基本概念

■ 有向图：由点和弧构成的图。记为
D=（V，A），其中V是D的点集
合，A是D的弧集合。 6

2

3

1

54
■ 无向图实际上是一种特殊的有向图。

■■链链------ 圈圈 ------连通图连通图
■■路路------回路回路
■■赋权图：无向和有向赋权图。赋权图：无向和有向赋权图。
■■网络：在赋权的有向图中指定了发点、收点和中间点，并规定了容量的图网络：在赋权的有向图中指定了发点、收点和中间点，并规定了容量的图。。



■链（Chain）
前后相继并且方向不一定相同的边序列称为
链 C={(1,2),(2,4)}

2

1 4
■圈(Cycle)
起点和终点重合的链称为圈
ρ ={(1,2),(2,4),(3,4),(1,3)}   3

■连通图
任意两个节点之间至少有一条链的图称为

连通图

■路：μ={(1,2),(2,4）

路中各条边方向相同 2

3

1 4
■回路（Circuit）

起点和终点重合的路径称为回路

μ={(1,2),(2,4),(4,1)}

回路中各条边方向相同



二 最短路问题

算法与实例

最短路问题的应用



一 算法与实例

最短路问题是要在有向图的两点间中找到一条路，使得这条路

上所有弧的权数之和最小。这个和被叫做距离。

例如各种管道的铺设、设备的更新以及输送网络最小费用等。

一 求解最短路的DiskstraDiskstra算法算法(双标号法双标号法)：
• 适用于Cij > 0的情况,   对点vj标号为(lj , kj) = (起点到vj的距离, 最
短路前一邻点下标)
(1)   给起点以标号(0,s)
(2)   I ={已标号点的集合}, J = {未标号点的集合}, 

L= {(vi , vj) | vi∈I, vj∈J}
(3) 若L =∅, 则停止. 否则, 对所有的 L中的弧计算sij=li +cij，并找到

最小值对应的弧(不妨设为(vc , vd) ),  把相应的弧标为(scd, c)。转到第
2步.



例1  求从v1到v6的最短路

1 给v1以标号(0, s)
(0, s)

5

2

5

2

1
3

7

1

3

5

v2

v5

v1

v4

v6

v3(2, 1)

2 I ={v1}，J={v2 ，v3 ，v4 ，v5 ，v6}， L= {(v1, v2)，(v1, v3)， (v1, v4)}

，并有 min {s12, s14, s13} = min {0+3, 0+5,0+2} = 2，给v3以标号(2, 1)。



3 I ={v1，v3}， J={v2 ，v4 ，v5 ，v6}， L= {(v1, v2)，(v1, v4)， (v3, v4)}

，并有 min {s12, s14, s34} = min {0+3, 0+5, 2+1} = 3，给v2 ，v4分别标号(3, 3)，
(3, 1)。

(0, s)

5

2

5

2

1
3

7

1

3

5

v2

v5

v1

v4

v6

v3(2, 1)

(3, 3)

(3, 1)

4 I ={v1，v3， v2 ，v4}， J={v5 ，v6}， L= {(v2, v6)， (v4, v6)}

，并有 min {s26, s46} = min {3+7, 3+3} = 6，给v6标号为(6, 4)。

(8, 4)

5 I ={v1，v3， v2 ，v4 ，v6}， J={v5}， L = ∅，停止。

最短路是： v1 → v3 → v4 → v6
距离： 8



最短路问题的应用

1 给v1以标号(0, s)
例2  问下列网络中如何架设使用光缆最短。

(0, s) 2

(10, 1)

v2

v5

v1
v4

v6v3

v7

10

15 6

4 2

5

6

17

4
3

2 I ={v1}，J={v2 ，v3 ，v4 ，v5 ，v6 ，v7}， L= {(v1, v2)，(v1, v3)}

，并有 min {s12,  s13} = min {0+15,  0+10} = 10，给v3以标号(10, 1)。



3 I ={v1 ，v3 }，J={v2 ，v4 ，v5 ，v6 ，v7}， L= {(v1, v2)，(v3, v2) ，
(v3, v5)}，并有 min {s12, s32, s35} = min {0+15, 10+3，10+4} = 13，给v2
标号为(13, 3)。

(0, s)

(14, 3)

(10, 1)

v2

v5

v1
v4

v3

10

15 6

4 2

5

17

4
3

(13, 3)

v6

v7

6

4 I ={v1 ，v2 ，v3 }，J={v4 ，v5 ，v6 ，v7}， L= {(v2, v7)，(v2, v4) ，
(v3, v5)}，并有 min {s27, s24, s35} = min {13+17, 13+6，10+4} = 14，给v5
标号为(14, 3)。



5 I ={v1 ，v2 ，v3 ，v5 }，J={v4 ，v6 ，v7}， L= {(v2, v7)，(v2, v4) ，
(v5, v4)，(v5, v6)}，并有 min {s27, s24, s54 , s56} = min {13+17, 13+6，14+4 
，14+2} = 16，给v6标号为(16, 5)。

(0, s)

(14, 3)

(10, 1)

v2

v5

v1
v4

v6v3

v7

10

15 6

4 2

5

6

17

4
3

(13, 3)

(18, 5)

(16, 5)

6 I ={v1 ，v2 ，v3 ，v5 ，v6 }，J={v4 ，v7}， L= {(v2, v7)，(v2, v4) ，
(v5, v4)，(v6, v7)}，并有 min {s27, s24, s54 , s67} = min {13+17, 13+6，14+4 
，16+6} = 18，给v4标号为(18, 5)。



7 I ={v1 ，v2 ，v3 ， v4 ， v5 ，v6 }，J={v7}， L= {(v2, v7)，(v4, v7) ，
(v6, v7)}，并有 min {s27, s47, s67} = min {13+17, 18+5，16+6 } = 22，给v7
标号为(22, 6)。

(0, s)

(14, 3)

(10, 1)

v2

v5

v1
v4

v6v3

v7

10

15 6

4 2

5

6

17

4
3

(13, 3)

(16, 5)

(18, 5)

(22, 6)

8 I ={v1 ，v2 ，v3 ， v4 ， v5 ，v6，v7}，J = ∅， L= ∅，停止。

最短路是： v1 → v3 → v5 → v6 → v7
距离： 22



三三 最小生成树问题最小生成树问题

■ 树是图论中的一个重要概念。

• 一个无圈的连通图称为树。

2

4

3

51

（C）

2

4

3

51

（A）

2

4

3

51

（B）



生成子图、生成树：

4

2

3

1

■保留无向图的所有节点和部分边后，
所获得的图称为该无向图的生成子图。

■如果该生成子图还是一个树，则称
之为生成树

4

2

3

14

2

3

1 4

2

3

1

生成树2 生成树3生成树1

最小生成树：各边的权数之和最小的生成树。



一 求解最小生成树的破圈法破圈法：

(1)  找到一个圈。
(2) 在所找到的圈中去掉一个权数最大的边
(3) 若余下的图中不含有圈, 则停止. 转到第1步.



例5： 设某学校要沿下图所示的路线架设计算机电缆，将七个办公

室连成网。求使电缆总长最小的架设方案。

3

3

5

1

10 8

7

2

4

v2

v5

v1
v4

v6

v3

v7

4

3

答案：电缆总长的最小值是19=3+3+3+1+2+7



网络最大流问题

许多系统包含了流量问题，例如公路系统有车辆流，控制系统中有控制

流、供水系统中有水流，金融系统中有现金流。对于这样包含了流量问题的

系统，往往要求出最大流量。最大流量问题是在不超过每条弧的容量的情况

下，求出网络从发点到收点的最大流量。

一 最大流的数学模型

例6：通过以下网络运输石油，问每小时最多能运输石油的量。
v2

v4

v5

v3 v6
v7v1发点 收点

53
22

6 3 1
2

6
2 4



解:   设fi j表示从(vi , vj )上的流量，网络总流量为F。则有：

max  f12+ f14

s.t.         f12      =  f23 + f25

f14      =  f43+ f46+ f47

f23+ f43 = f35+ f36

f25+ f35 = f57

f36+ f46 = f67

f57+ f67 + f47 = f12 + f14

fi j ≤ ci j, i = 1,2, … ,6 ,  j =1,2, …, 7 

fi j ≥0, i  = 1,2, … ,6 ,  j  =1,2, …, 7 

53
22

6 3 1
2

6
2 4

v2

v4

v5

v3 v6
v7v1

(1)  约束条件反映的是守恒条件和流量的可行性条件。

(2)  满足约束条件的一组网络流称为可行流。

(3)  可行流中最大的称为最大流。

可行流：

1、每一个节点流量平衡
2、0≤fij≤uij



最大流问题的网络图论解法

1、首先对网络上弧的容量表示作一些改进：

v2v1

cij v2v1
cij 0

v2v1

cij

cji

cji v2v1
cij

2  找出一条从发点到收点的路，在这条路的每一条弧顺流方向的容量都大于0。

如果不存在这样的路，已求得最大流。

3  找出这条路上各弧的最小顺流容量 pf 。

4   在这条路的每一条弧逆流方向增加容量pf ，在这条路的每一条弧顺流方向减少

容量pf 。返回步2

注意：每次尽量选择弧的数量少的路。



1 v2

v4

v5

v3 v6
v7v1发点 收点

53
22

6 3 1
2

6
2 4

v2

v4

v5

v3 v6
v7v1发点 收点

6

0

6

0

5

0

3 0

2
0

2 0 4 0

1
0

3
0

2

0

2

0

2



v2

v4

v5

v3 v6
v7v1发点 收点

6

0

6

0

5

0

3 0

2
0

2 0 4 0

1
0

3
0

2

0

2

0

2

Pf=2

v2

v4

v5

v3 v6
v7v12→ → 2

6

0 5

0

3 0

2
0

2 0 4 0

1
0

3
0

2

0

3

4

2 0

2



3 v2

v4

v5

v3 v6
v7v12→ → 2

6

0 5

0

3 0

2
0

2 0 4 0

1
0

3
0

2

0

4

2 0

2

Pf=3

4
3

3 2

3

0 3v2

v4

v5

v3 v6
v7v15→ → 5

2
0

2 0 4 0

1
0

3
0

2

0

4

2 0

2

Pf=1

5

3 1

0
13

3

3

3 2

3

0 3v2

v4

v5

v3 v6
v7v16→ → 6

2
0

2 0

3
0

2

0

0

2



Pf=1

6

1 3
1

5

0 2

1
2

0
1

3

3 2

3

0 3v2

v4

v5

v3 v6
v7v18→ → 8

2
02

0

0

2

5

3 1

0
13

3

3

3 2

3

0 3v2

v4

v5

v3 v6
v7v16→ → 6

2
0

2 0

3
0

2

0

0

2

Pf=1

7
1

5 0

50
20

2 1 3
1

5

0 2

1
2

0
1

0 3v2

v4

v5

v3 v6
v7v110→ → 10

0

2
停止
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